Traitement des variances-covariances dans le cas multicaractère de QTLMap
1. Le cas « de base » traité par QTLMap (hétéroscédastique, 1 performance par descendant)

Soit [image: image2.png]


 le nombre de pères et [image: image4.png]


 le nombre de caractères 

Actuellement (modèle hétéroscédastique) on estime [image: image6.png]Ny



  variances intra père [image: image8.png]


  et [image: image10.png]ne.(n.—1)



 corrélations [image: image12.png]pe (s=1wm ., t=5+1




. A noter que les variances dépendent du père, pas la corrélation. C’est un choix qui correspond à la logique initiale : les différences de variances reflètent l’existence de polymorphismes (et donc de variabilités) propre à chaque père pour les autres  gènes  affectant le caractère. 
La matrice   [image: image14.png]


 considérée dans la vraisemblance du descendant [image: image16.png]


 du père [image: image18.png]


 est
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Les variances sont bornées [image: image21.png][e, o]



 et les corrélations [image: image23.png][-1,+1]




Au cours de l’exploration de l’espace on peut tomber sur des matrices de variances non positives définies ce qui crée un code d’erreur (et peut empêcher la convergence).
2. Le cas GDD traité par QTLMap (hétéroscédastique, [image: image25.png]ik



 performances par descendant)

GDD pour Grand Daughter Design, traité pour Mohamed. Dans cette situation, au descendant [image: image27.png]


 est attribuée la performance moyenne de ses propres descendants (les « petits descendants ») pour chacun des caractères. Un petit descendant peut ne pas avoir de phénotype pour certains caractères. 
Soit [image: image29.png]Nikes



 le nombre de petits descendants de [image: image31.png]


 mesurés pour le caractère[image: image33.png]


 , [image: image35.png]Nigese



 le nombre de petits descendants de [image: image37.png]


 mesurés à la fois pour les caractère[image: image39.png]


 et [image: image41.png]


.
La matrice de covariances pour [image: image43.png]


 est pondérée par les coefficients de détermination mono ou bi caractères suivants (que l’on peut assembler dans une matrice [image: image45.png]CDyx



)
Caractère [image: image47.png]


 : [image: image49.png]


  où [image: image51.png]hZ



 est un a priori sur l’héritabilité (qu’on n’actualise pas dans la version présente de QTLMap)

Caractères [image: image53.png]


 et [image: image55.png]


 : [image: image57.png]


  où [image: image59.png]


 est un a priori sur le rapport des covariances génétiques et phénotypiques entre les deux caractères [image: image61.png]


 et [image: image63.png]
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3. Les cas homoscédastiques qui pourraient être ajoutés à QTLMap
Dans ces cas, on aurait simplement
Pour la situation standard : 
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soit une seule matrice pour tous les pères et descendants. On doit estimer [image: image67.png]ne(n.+1)



 paramètres.
Pour le cas GDD : 
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où il y a toujours autant de matrices que de descendants, mais où il ne faut plus estimer que [image: image70.png]ne(n.+1)



 paramètres.

On peut homogénéiser la modélisation en introduisant un jeu de paramètres (à estimer) de variabilité  interfamille , [image: image72.png](Hi1, Higy o Hi j pour le pére i



, tels que 
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Les paramètres [image: image76.png]


, qu’il faut estimer, sont positifs, donc bornés dans [image: image78.png][e, o]



.

En fixant [image: image80.png]Hi. =1V, vt



 , on contraint à l’homoscédasticité.
Dans le cas hétéroscédastique on doit estimer [image: image82.png]Nphe



 [image: image84.png]


 , [image: image86.png]


 variances [image: image88.png]


et [image: image90.png]ne.(n.—1)



/2 covariances [image: image92.png]Cae



, (soit [image: image94.png]ne.[ny + (n.+1)



/2] paramètres) au lieu de [image: image96.png]Nyhe



variances [image: image98.png]


 , [image: image100.png]et ne.(n.—1)



/2 corrélations [image: image102.png]Dz



, (soit [image: image104.png]ne.[ng +(n.—1)



/2] paramètres). Il faut donc estimer [image: image106.png]


paramètres supplémentaires, ce qui n’est pas énorme (et on pourrait l’éviter en fixant un des [image: image108.png]


à [image: image110.png]


).
4. Nouvelle paramètrisation
Cas homoscédastique standard

Pour éviter les situations où la matrice [image: image112.png]


 est non définie positive, Andrés suggère d’utiliser la triangulation : [image: image114.png]V=L



, où L est une matrice triangulaire inférieure : 
[image: image115.png]



Le code doit donc être modifié en maximisant la vraisemblance par rapport aux paramètres  [image: image117.png]


 ([image: image119.png]


.  A tout jeu de paramètres testés, il faut faire correspondre (par  [image: image121.png]V=L



) les valeurs des paramètres initiaux [image: image123.png]


 et [image: image125.png]Pz



 Dans ce nouveau paramétrage, il y a toujours  [image: image127.png]ne(n.+1)



 paramètres à estimer, mais ici, il n’y a pas à mettre de contraintes sur ces paramètres [image: image129.png]


 ([image: image131.png]


, et on ne doit pas avoir de problèmes de non définition de  [image: image133.png]


.
Les extensions suivantes sont possibles. Dans les cas GDD je ne pense pas garanti que la matrice résultante soit positive définie.
Cas hétéroscédastique standard

On estime les éléments de L et des [image: image135.png]


, on en déduit [image: image137.png]Lr



 puis [image: image139.png]Viese = Wiger . Hio Hy



 
Si je définis la matrice [image: image141.png]


comme 

[image: image142.png]



On a [image: image144.png]V: = H;LL'H,



, ce qui est à nouveau le produit  [image: image146.png]TT'



de deux matrices triangulaires ([image: image148.png]T'=HlL)



 et doit assurer que [image: image150.png]


 est positive définie.
Cas homoscédastique GDD

On estime les éléments de L, on en déduit[image: image152.png]Lr



 et [image: image154.png]Vikse = Wigese . CDeee



 
Cas hétéroscédastique GDD

On estime les éléments de L et des [image: image156.png]


, on en déduit[image: image158.png]W =H;LL'H,



 et [image: image160.png]Vikse = Wigese . CDeee




5. Approche sans a priori des cas GDD
J’ai indiqué dans le paragraphe 2 que les [image: image162.png]CD



 sont calculés en se donnant une valeur pour les héritabilités et rapports de covariance. Une partie des difficultés numériques rencontrées peut aussi venir d’une incohérence entre ces a priori et les estimations des variances [image: image164.png]


et corrélations [image: image166.png]Dz



. On peut éviter ces incohérences en estimant tous les paramètres sur le même modèle.
Rappelons que dans le cas GDD, les performances moyennes ( [image: image168.png]Viks



)  des descendants de l’individu[image: image170.png]


 (les « petits descendants ») sont analysées comme étant ses propres phénotypes.  La part de la vraisemblance correspondant à [image: image172.png]


 est une distribution normale de variances-covariances:
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Où   [image: image175.png]


    [image: image177.png]


        et    [image: image179.png]


  

Avec [image: image181.png]T5s



 et [image: image183.png]e = 04 + 02
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les variances génétique et phénotypique du caractère[image: image185.png]


, et [image: image187.png]CG=



 et [image: image189.png]CPse = €z + Cex



 les covariances génétiques et phénotypiques entre les caractères [image: image191.png]


  et [image: image193.png]


 Soit :
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[image: image196.png]C=A:B



  pour la produit d’Hadamard (multiplication terme à terme :  [image: image198.png]


)
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Les matrices [image: image205.png]VG



 et [image: image207.png]VP



 sont valables quelque soit l’indice [image: image209.png]


. Pour garantir leur caractère positif défini, plutôt que de rechercher les éléments de ces matrices maximisant la vraisemblance, on optimisera les éléments de  [image: image211.png]LG



 et [image: image213.png]LP



, et on en déduira [image: image215.png]LG.LG



 et [image: image217.png]LP.LP'
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    et    [image: image221.png]


  

Dans cette approche, on double le nombre d’éléments  de (co)variance à optimiser.
Dans le cas hétéroscédastique,  on aura
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J e suggère de considérer les mêmes coefficients  d’hétéroscédasticité [image: image224.png]


pour les variances phénotypiques et génétiques : [image: image226.png]VG; = H;LGLG'H;



  et  [image: image228.png]VP; = H,LPLP'H;




